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Zusammenfassung

Diese Arbeit prasentiert eine typbasierte statische Programmanaly-
se, die polynomielle Ressourcenschranke fiir funktionale, parallele Pro-
gramme automatisch bestimmt. Wéhrend der Typableitung werden linea-
re Gleichungen erzeugt, die den Ressourcenverbraucht der Programmteile
darstellt. Das Losen dieses linearen Systems durch ein LP-Solver liefert
die tatsdchliche Schranke. Im Folgenden wird den Prozess der Typ- und
Gleichungenableitung erklart.
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1 Einleitung

Eine statische Analyse der Ressourcenkosten eines Programmes ist ein klassi-
sches Thema der Informatik, welches in letzter Zeit immer populdrer wurde.
Ressourcenkosten kénnen z. B. die benotigte Menge Arbeitsspeicher oder die
Anzahl Gleitkommazahlmultiplikationen sein. Formell bewiesene Ressourcen-
schranken sind in manchen Bereichen wie Echtzeitsysteme, eingebettete Syste-
me oder Luft- und Raumfahrten sehr wichtig geworden. Die Unfihigkeit eines
Systems, seinen Ressourcenverbrauch unter Kontrolle zu behalten, kann in den
besten Féllen viel Geld und in den Schlechtesten Leben kosten. Sobald es in
Betrieb ist, kann es schwer oder gar unméglich sein, das unpassende System zu
ersetzen.

Eine manuelle Ausarbeitung einer Kostensemantik ist sehr aufwendig und
fehleranféllig. Aus diesem Grund wurde und wird noch viel {iber rechnerunter-
stitzte Analysen geforscht. Obwohl eine automatische Berechnung der Kosten-
schranken pauschal unentscheidbar ist, kénnen neue Analysen solche Schranken
fiir beschrankte aber nicht-triviale Programme effizient berechnen.

Fiir sequentielle Programme existieren schon viele automatische und halbau-
tomatische Analysesysteme, die statisch Kostenschranken ableiten kénnen. Ty-
pische Strategien sind dimensionierte Typen, Differenzengleichungen und amor-
tisierte Ressourcenanalysen. Das Ziel ist, einen moglichts einfachen arithmeti-
schen Ausdruck iiber die Grofle der Parameter des Programmes automatisch zu
berechnen.

Fiir parallele Programme gab es bis kiirzlich keine Analysesysteme und Uber-
legungen mussten noch manuell bewéltigt werden. Diese Situation war unbefrie-
digend, da parallele Auswertungen eine immer wichtiger werdende Rolle spielen.

2015 veroffentlichten Jan Hoffmann und Zhong Shao eine automatische, sta-
tische Ressourcenkostenanalyse fiir parallele Programme [HS15]. Diese ist eine
typbasierte Analyse iiber funktionale Programme erster Ordnung.

Zwei Begriffe sind bei solchen Analysen zu unterscheiden: Arbeit und Tiefe.
Die Arbeit! driickt die Kosten einer sequentiellen Auswertung und die Tiefe?
driickt die Kosten einer parallelen Auswertung auf einer Maschine mit unendlich
vielen Prozessoren aus. Diese letzte Definition kénnte unnuztbar aussehen, da es
unmoglich ist, eine solche Maschine herzustellen. Es wurde aber bewiesen, dass
die Kosten auf einer Maschine mit einer beliebigen Anzahl Prozessoren durch
die Tiefe berechnet werden kann.

Das Theorem des Brents [Harl6, § 37.4] stellt eine asymptotische Ober-
schranke der Auswertungsschritte auf einem symmetrischen Multiprozessorsys-
tem zur Verfiigung. Ein solches SMP-System hat eine fixierte Anzahl Prozesso-
ren und konstante Zugriffszeit auf einen globalen Speicher. Wenn ein Programm
mit Arbeit w und Tiefe d auf einem SMP-System mit p Prozessoren ausgewertet
wird, dann sind die Kosten € O(max(w/p,d)).

Die Arbeit und die Tiefe werden durch unterschiedliche Typableitungen be-
rechnet. Um eine Arbeitschranke abzuleiten, wird die o. g. multivariate amorti-
sierte Ressourcenanalyse fiir sequentielle Programme verwendet. Um eine Tiefe-
schranke abzuleiten, wird die neue multivariate amortisierte Ressourcenanalyse
fiir parallele Programme verwendet.

1Dije Arbeit wird w, fiir das englische Wort ,work“, abgekiirzt.
2Die Tiefe wird d, fiir das englische Wort ,depth®, abgekiirzt.



Die hier betrachtete Programmiersprache wurde absichtlich vereinfacht, um
die Essenz der Analyse moglichst kurz und einfach auszurichten. Resource Aware
ML (RAML), die Implementierung des Analysesystems [HAH12], ist eine Teil-
menge von OCaml und bietet mehrere zusétzliche Datentypen und Operationen.
RAML wurde benutzt, um die Oberschranken mehrerer typischen funktionalen
Programmbeispiele zu berechnen, einschlieSlich Matrixoperationen, einer Sor-
tierungsfunktion und Mengenoperationen.

2 Eine funktionale Sprache erster Stufe

2.1 Ausdriicke

Die funktionale Sprache, auf der die Analyse ausgefiihrt wird, ist eine verein-
fachte Version einer Sprache der ML-Familie®. Ausdriicke bestehen aus ganzen
Zahlen n, Variablen x, Funktionsaufrufen f(z), Paaren (x1,z2), Listen cons(z1,
(cons(za, . .. cons(x,,nil) ...))* und sequentieller bzw. paralleler Auswertung.

e,er,ea i=n| x| f(x) ] (x1,22) | nil | cons(zy,x2) |
match z with (z1,22) = |
match x with nil = ey | cons(z1,x2) = e |
let z =€ in eg |

par 1 = ey and x9 = eg in e

Die einzige Erweiterung des iiblichen Kernes ist der ,par®“-Ausdruck, der
die parallele Auswertung zweier Unterausdriicke ausdriickt. In dem Programm
»par x1 = e; and xo = es in e werden e; und es parallel und unabhéngig von
einander ausgewertet. Dann wird e sequentiell ausgewertet, wobei die Ergebnisse
von e; bzw. es durch die Namen z; bzw. zo zur Verfligung stehen. Entgegen
der sequentiellen Auswertung, wobei es; x1 benutzten darf, diirfen also e; und
eo erst in e als freie Variablen vorkommen.

Die gewidhlte Syntax garantiert, dass Ausdriicke immer in ,let“-Normalform
[SF92] stehen. Also statt £(g(x), h(y)), schreibt man folgendenmafen:

let a = g(x) in
let b = h(y) in
f(a, b)

2.2 Einfaches Typsystem

Das Typsystem besteht aus einem einzigen atomischen Typ, dem der ganzen
Zahlen, und aus drei zusammengesetzten Typen, ndmlich Paaren, Listen und
Funktionen.
A,B:= int | L(A) | AxB
F:=A—B

3S0 werden funktionale Programmiersprachen bezeichnet, welche die Haupteigenschaften
von ML haben: statisches Typsystem, Typableitung, parametrisierte Polymorphie, Funktionen
erster Klasse, automatische Speicherbereinigung, strikte Auswertung, algebraische Datentypen
und Musterabgleich.

4Eine alternative Notation ist [1,2,...,zn].



Seien A die Menge aller Datentypen und F die Menge aller Funktionsty-
pen. Eine Signatur ¥ : FID — F ist eine partiale Abbildung von Funktions-
bezeichnern zu Funktionstypen. Ein Kontext I" : Var — A ist eine partiale
Abbildung von Variablenbezeichnern zu Variablentypen. Ein einfaches Typur-
teil ;' - e : A gibt an, dass der Ausdruck e unter der Signatur ¥ und dem
Kontext I' den Typ A hat.

Ein wohltypisiertes Programm besteht aus einer Signatur ¥ und einer Fami-
lie (ef,%) fedom(x) von Ausdriicken ey und Variablen y, sodass 3; {yp: A} ey :
B, wenn X(f) = A — B.

2.3 Begleitendes Beispiel

Im Folgenden wird die Arbeit bzw. die Tiefe von Programmen analysiert, die
Listen multiplizieren. Dafiir wird eine Funktion mult® mit Typ int x L(int) —
L(int) benétigt, die alle Elemente einer Liste mit einem Argument multipliziert.

mult(k, xs) = match xs with
| nil -> nil
| cons(y, ys) -> let z =n * y in
let zs = mult(n, ys) in
cons(z, zs)

3 Semantik

Die Analyse wird in Bezug auf eine grofischrittige operationelle Semantik (im
Folgenden grofschrittige Semantik abgekiirzt) ausgefithrt, die jedem Auswer-
tungsschritt Kosten zuordnet. Eine operationelle Semantik fasst auf, wie Pro-
gramme als eine Sequenze von Berechnungsschritten von einem Programmzu-
stand zum Folgenden betrachtet wird. Dabei wird zwischen der kleinschritti-
gen Semantik, die jeden atomischen Schritt beschreibt, und der grofischrittigen
Semantik, die nur den Entstehungsprozess des Endzustands beschreibt, unter-
schieden.

Im Gegensatz zur iiblichen groBschrittige Semantik kann die hier benutzte
Variante sowohl komplette als auch partielle Auswertungen ausdriicken. Um
dies zu erreichen, sind Semantikurteile induktiv durch endliche Unterbdume von
womoglich unendlichen Auswertungsbdumen definiert. Laut den Autoren der
Analyse kombiniere diese Erweiterung die Vorteile von klein- und grof3schrittiger
Semantik.

Dank dieser Erweiterung konnen Ressourcen fiir sowohl terminierende als
auch nicht-terminierende Programme berechnet werden. In der Tat gibt es man-
che Kostenmetriken, bei denen nicht-terminierende Berechnungen endliche Kos-
ten haben. Ein Beispiel einer solchen Kostenmetrik ist diejenige, welche die
Anzahl der Paar- und Listliterale zdhlt. Dies konnte benutzt werden, um zu
beweisen, dass ein Programm eine begrenzte Menge Arbeitsspeicher verwendet.
Unter dieser Kostenmetrik hat die nicht-terminierende Funktion f(x) = f(x)
mit Typ int — int sowohl eine Arbeit als auch eine Tiefe von Null.

5Als Variablenbezeichnungsmuster gilt, dass eine Variable genau dann mit einem ,,s“ endet,
wenn jene eine Liste bezeichnet.



Ein besonderer Fall der Analyse tritt ein, wenn in einer Kostenmetrik al-
le nicht-terminierende Programme unendliche Kosten haben, da eine Schranke
Termination impliziert. Ein Beispiel einer solchen Kostenmetrik ist diejenige,
welche die Anzahl der Funktionsaufrufe zéhlt.

3.1 Semantikurteile

Semantikurteile werden bzgl. Halden- und Stapelspeicher und einer Kostenme-
trik formuliert. Sei Loc eine unendliche Menge von Speicheradressen in dem
Haldenspeicher darstellenden Lokalisierungen und Val die Menge von Werten

{n, (€1, €2),nil, cons ({1, £2) }

bei der n € N und ¢4, 45 € Loc.

Ein Haldenspeicher ist eine partielle Abbildung H : Loc — Val, die Loka-
lisierungen zu Werten abbildet. Die Notation H,¢ — x wird als Synonym fiir
H U {¢ — z} verwendet. Die Einfiigung eines neuen Elementes in den Halden-
speicher wird mit ,,Allokation“ bennant. Ein Beispiel eines Haldenspeichers ist
Hpy 23], der die Liste [1,2, 3] = cons(1, cons(2, cons(3, nil))) enthlt.

£1 > nil, ly+— 3
63 — CODS(&Q,fl), €4 — 2,

H =
(1,2.3] U5 — cons(ly,l3), fg— 1,

L7 — cons({g, U5)

Ein Stapelspeicher ist eine partielle Abbildung V : Var — Loc, die Varia-
blenbezeichnern zu Lokalisierungen abbildet. Die Notation V, x — £ wird ebenso
als Synonym fiir V U {z — ¢} verwendet.

Eine Kostenmetrik M : K — Qg gibt die Kosten jedes Auswertungsschrittes
an, bei der K die Menge der Schritte ist.

K = {const, pair, nil, cons, var, app, matP, matN, matC, let, par}

Die Notation M* wird als Synonym fiir M (k) verwendet.

Ein erster besonderer Fall ist die Kostenfreimetrik M = {z + 0|2 € K},
die jeden Schritt auf Null abbildet. Die Auswertung aller Ausdriicke bzgl. der
Kostenfreimetrik haben Null Arbeit und Null Tiefe.

Ein zweiter besonderer Fall ist die einfache Kostenmetrik M = {x — 1|z €
K}, die jeden Schritt auf Eins abbildet. Die Arbeit bzgl. der einfachen Kosten-
metrik ist genau die Anzahl der Auswertungsschritte.

Ein Semantikurteil hat die Form

V,HF e Il p|(w,d)

bei der p entweder ein Paar (¢, H'), bei dem £ eine Lokalisierung und H' ein
neuer Haldenspeicher ist, oder eine nicht-terminierte Auswertung o ist.

Die Bedeutung ist Folgende: unter gegebenen Stapelspeicher V und Hal-
denspeicher H wird der Ausdruck e zu p ausgewertet. Auflerdem ist bzgl. der
Kostenmetrik M die Arbeit w und die Tiefe d.



3.2 Semantikregeln

Die Semantikregeln E:CoONST, E:PAIR, E:NIL und E:CONS sagen, dass das Li-
teral einer Zahl bzw. eines Paares bzw. einer Liste konstante Kosten fiir sowohl
die Arbeit als auch die Tiefe haben. Diese Semantikregeln sind die einzigen, die
Allokationen durchfithren. In allen kommenden Regeln bleibt der Haldenspei-
cher ungeéandert.

n€Z H =H/{—n
V,Hlﬁn U <€,Hl> | <Mconst7Mconst>

E:ConsT

H =H, 0+ (V(z1),V(22))
Vo H PE (g, ) U (0, HYY | (P AgPoi)

E:PAIrR

H' = H,{ nil

E:NiL
V,H [onil § (¢, H'Y | (M Mo

H' = H,{ — cons(z1,x2)

E:Cons
MH lﬁcons(xl,lé) ‘U/ <»€,H’> | <MCOHS7MCOHS>

Die Semantikregel E: VAR beschreibt, dass eine Variable ebenfalls konstante
Kosten fiir sowohl die Arbeit als auch die Tiefe hat.

Viz)=14
V,Hlﬁl‘ U’ <€7H> ‘ <Mvar7Mvar>

E:Var

Die Semantikregel E:APP sagt, dass die Kosten eines Funktionsaufrufs die
Summe der Auswertungskosten des Funktionsrumpfes und der konstanten Kos-
ten M?*PP. Fiir die Auswertung des Funktionsrumpfes ey wird ein neuer Stapel-
speicher erzeugt, welcher als einziges Element die Abbildung des Funktionsar-
gumentes y¢ auf die Lokalisierung V'(x) hat.

{yr = V(@) } HP e 4 p| (w, d)
V, HPEL f(2) 4 p| (MPPP 4w, M?*P + d)

Die Semantikregeln E:MATP, E:MATN und E:MATL beschreibt, dass die
Kosten der Fallunterscheidung eines Paares bzw. einer Liste die Summe der
Auswertungskosten des Unterausdrucks und konstanter Kosten sind. Fiir die
Auswertung des Unterausdrucks werden die Stapelspeicher erweitert, wenn neue
Variablen zur Verfiigung stehen.

E:Aprp

H(V(x) = (t1,6) Vi ly,20 0 b, HP e | p| (w, d)

v; E:MATP
V,Hl—match x with (z1,22) = e | p| (M™F 4w, M™>P 1 q)

H(V(z)=nill  V,HPF e § p| (w,d) —

V,H lﬁ match 2 with nil = e; | cons(z1,29) = eg | p| (M™*N gy, M™HN 1)



H(V(x)) = cons({y, £2) V,z1 — 01,9 — Eg,Hlﬁ es I pl{w,d)
V.H lM match z with nil = e | cons(z1,z2) = e | p| (M™N 4, M™3N 1 q)

E:MmATL

Die Semantikregel E:LET2 sagt die Kosten der sequentiellen Auswertung
zweier Ausdriicke, wobei der Erste terminiert. Zuerst wird der erste Ausdruck
bis zu einer Lokalisierung ¢ und einem neuen Haldenspeicher ausgewertet. Die-
ser wird dann mit der neuen Variable = erweitert. Schliellich wird der zweite
Ausdruck ausgewertet. Die totale Arbeit und Tiefe sind nun die Summe der
Auswertungskosten und konstanter Kosten.

V. HPS er J (GH) [(wi,di) Ve 6 H S ea U p| (wa, di)
V,Hlﬁlet T =e;p in ezllp|(Mlet+w1 +w2,M1et+d1—|—d2>

E:LET2

Die Semantikregel E:LET1 beschreibt die Kosten der sequentiellen Auswer-
tung zweier Ausdriicke, wobei der Erste nicht terminiert. Der erste Ausdruck
wird bis zu o ausgewertet. Die totale Arbeit und Tiefe sind nur die Summe der
Auswertungskosten dieses ersten Ausdrucks und konstanter Kosten.

KHlﬁellLon,d)
VHI%letx*e i let let
) =ejiney o[ (M +w, M +d)

Die Semantikregel E:PAR2 sagt die Kosten der parallelen Auswertung zweier
Ausdriicke, wobei beide terminieren. Zuerst werden sie bis zu Lokalisierungen
und neuen Haldenspeichern ausgewertet. Dann wird der Stapelspeicher mit den
Abbildungen von x7 bzw. x5 erweitert. Aulerdem wird ein neuer Haldenspeicher
H, W Hj erzeugt, der die Vereinigung der zwei gelieferten Haldenspeicher H; und
H, ist. Die Notation H; & Ho definiert einen neuen Haldenspeicher H, sodass
V¢ € Hy N Hy. Hi(¢) = Ho(¢) und dom(H) = dom(H;) U dom(Hs3) und

E:LET1

Hy(xr) wenn z € dom(H;) Ndom(Hz) A Hi(z) = Ha(x)
H(z) = { Hi(z) wenn z € dom(H;)\dom(H>)
Hy(x) wenn x € dom(Hs)\dom(H;)
Schliefllich wird der lezte Ausdruck e ausgewertet. Die totale Arbeit und
Tiefe sind nun MP?* + wy + we + w bzw. MP* + max(dy,ds) + d.

Vi H P e 4 (0, Hn) ) VoH PR oo 4 (6, Ho) | (ws, da)
Va1 — b1, 20 — £o, Hy H’JHQ'KGU« (E,H’)|<w7d>

E:PAR2
VjHlﬁpar x1=e1 and xo2 = ey in e |} ((, H') | (MP* + wy + wo + w, MP* + max(dy, ds) + d)

Die Semantikregel E:PAR1 beschreibt die Kosten der nicht-terminierenden
parallelen Auswertung zweier Ausdriicke. Zuerst werden die zwei ersten Aus-
driicke e; und es mit Arbeit wy bzw. we und Tiefe dy bzw. dy ausgewertet. Die
Auswertung von mindestens einem fithrt bis zu o. Die totale Arbeit und Tiefe
sind nun MP* 4+ wq + wy bzw. MP?" 4+ max(dy, d2).



V,H|£61ilp1|<w1,d1> KH|£€2UP2\<w2ad2>
pL=0oVpy=o

E:PAR1
V,Hlﬁ par z1 = ej and 2 = ey in e |} o | (MP*" + w;y + we, MP* + max(dy, ds))

Die Semantikregel E: ABORT sagt, dass die Auswertung eines Ausdrucks je-
derzeit ohne Kosten fiir sowohl die Arbeit als auch die Tiefe gestoppt werden
kann.

E:ABORT

V,HPE e o|(0,0)

3.3 Beispiele

Wir benutzen jetzt die oben definierte Semantik, um die Arbeit und Tiefe der
Funktion mult manuell herauszufinden.

Seien V ein Stapelspeicher, H ein Haldenspeicher und M ™ eine die Anzahl
der Multiplikationsoperatoren zdhlende Kostenmetrik. Die Funktion mult hat
fiir einige konkrete Argumente die folgenden Semantikurteile:

V, H P mult (2, []) 4 (¢, H')1(0,0)
Vo H P mult(2,[1)) b (6 H) [ (1,1)
V,HPEmult(2,[1,2]) (6 H'Y | (2,2)
v, H PXmult(2,[1,2,3]) 4 (¢, H') | (3,3)

Im Allgemeinfall ist sowohl die Arbeit als auch die Tiefe von mult(k, xs)
die Lange n, bei der n = |xs].

V. H P*C mult(k, 2s) 4 (4, H') | (n,n)

Als weiteres Beispiel werden ein paar Ableitungen unter der Kostenmetrik
M?®PP von w(z) abgewégt, bei der w ein nicht-terminierender Ausdruck ist. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wird w als die selbstrekursive Funktion w(x)
= w(x) und z als Null definiert.

E:ABORD
{z— 0}, {t— 0} = w(z) | o (0,0)
E:ABORD
{z — 1}, {EHO}I— $o(0,0) B App
(x> 0}, {0 — 0} P2 o| (MPPP_ \[2PP)
E:ABORD
{z 0}, {£+—>0}|— §o](0,0) o App
{z— 0}, {— 0}|— o| (MPP, M)
{0}, {€— 0} P - MPPP 2 . M[*PP)



Es ist moglich, V, H lM w(z) § ¢, H' )| {n - M*PP n . M?PP) fir alle n €
N abzuleiten. Der Grund dafiir ist, dass willkiirlich gewédhlt wird, wann die
Semantikregel E: ABORD verwendet wird, um die Ableitung zu enden.

3.4 Theoreme

Das erste Theorem sagt, dass Ressourcenkosten einer partiellen Auswertung
kleiner oder gleich sind wie die einer terminierenden Auswertung.

Theorem 1. Wenn V,HlﬁeiLM,H’)Hw,cD und KHlﬁeiLon’,d’) ,
dann w' <w und d' < d.

Das Erhaltung-Theorem sagt, dass ein wohltypisierter Ausdruck in einer
wohlgeformten Umgebung zu einem wohltypisierten Ausdruck des selben Typs
in einer wohlgeformten Umgebung ausgewertet wird.

Theorem 2 (Erhaltung). Wenn ¥;T'Fe: Bund HEV : T und V,Hlﬁelj
(¢, H" | (w,d) , dann H EV :T und H' E(: B.

Das Fortschritt-Theorem sagt, dass ein wohltypisierter Ausdruck in einer
wohlgeformten Umgebung entweder zu einem Wert ausgewertet wird oder dass
sowohl die Arbeit als auch die Tiefe unbegrenzt sind.

Theorem 3 (Fortschritt). Wenn M eine einfache Kostenmetrik ist und ¥; T'
e: B und HEV : T, dann gibt es entweder einen Wert £, sodass V, H lﬁ el
(6, H'Y | (w,d), oder z,y € N, sodass V, H lﬁ el o|{x,n) und V,H lﬁ e |
ol {n,y) fir alle n € N.

Korollarium 1 (des Fortschritt-Theorems). Die Schranke der Tiefe einer ein-
fachen Kostenmetrik impliziert Terminierung.

4 Die Analyse

Eine geddampfte Ressourcenanalyse ist eine typbasierte Technik, um Obergren-
zen fiir Ressourcenkosten eines Programmes abzuleiten. Ein Vorteil dieser Tech-
nik ist, dass die notwendige Typableitung mit Hilfe der linearen Programmie-
rung effizient implementiert werden kann.

Die Grundidee der Analyse ist, dass Typen mit Potential beschreibende An-
notationen dekoriert werden. Dieses Potential ® ist eine Funktion, welche die
Grofle einer Datenstruktur auf eine positive rationale Zahl abbildet. Die Anno-
tationen sind Tupel, die multivariate Polynome darstellen, also Polynome mit
mehreren Variablen. Das Potential eines Kontexts ist eine Kombination der Po-
tentiale aller Elemente.

Das Typsystem gewéhrleistet, dass das Potential eines Kontexts reicht, um
die Kosten einer Auswertung zu decken. Das tlibrige Potential wird benutzt, um
die folgenden Ausdriicke auszuwerten.

4.1 Analyse der Funktion mult

Es wurde schon in Sektion 3.3 informell gezeigt, dass V, H lM— mult(k, zs)
(¢, H) | (n,n) , bei dem n = |ys|. Ein Mensch kommt schnell zu diesem Schluss,



indem er fiir eine gewisse Menge von Argumenten Semantikbdume ableitet und
eine Tendenz bei der Entwicklung der Arbeit bzw. der Tiefe bemerkt. Zu so
einem kreativen Prozess ist ein Rechner aber unfihig.

Um zu einer solchen Schranke zu kommen, wird das Folgende annotierte
Typurteil abgeleitet:

k:int,zs: L(int); Q lM—* mult(k, zs) : (L(int), Q")

Hier sind Q und @’ die durch Tupel kodierte Polynome, die das Potential
&g bzw. g/ darstellen.

Die Typisierungsregeln des Typsystems zeigen, wie lineare Formeln gebaut
werden, welche den Zusammenhang zwischen der Arbeit und dem Anfangs- und
Endpotential darstellen. In diesem Fall, wird die folgende Formel gebaut, bei

der V, HP mult(k, zs) 4 (¢, H') | (w, d) :

D (k,xs) > w+ Pq (H'(£))

In Worten gefasst muss das Anfangspotential grofier oder gleich sein, wie die
Summe der Arbeit und des Endpotentials. Eine dieser Formel entsprechende
Belegung ist Folgende:

Po(z,ys) =|ys| und  Pgu(H'(£)) =0

Die intuitive Bedeutung ist, dass das Potential |ys| zur Verfligung stehen
muss, wenn mult (k, xs) ausgewertet wird. Bei der Auswertung wird das ganze
Potential benutzt, um die Arbeit w der Auswertung zu decken. Deswegen gibt
es danach kein Potential mehr. Weil das Korrektheit-Theorem (cf. § 4) gewéhr-
leistet, dass w < ®g(k,xs) — Do/ (H'(£)), ist |ys| eine Obergrenze der Arbeit
von mult.

Eine Obergrenze darf aber deutlich hoher als die tatsédchlichen Kosten sein.
Die folgende Belegung ist also ebenso giiltig:

dg(k,zs) =5-|rs/* +1000  und Do (H'(£)) =0

4.2 Sequentielle Auswertung

Wenn ein Programm aus mehreren Ausdriicken besteht, werden die Kosten je-
der Auswertung mit demselben Potential gedeckt. Das Anfangspotential wird
benutzt, um den ersten Ausdruck zu analysieren. Das Endpotential wird dann
als Anfangspotential des folgenden Ausdrucks benutzt. Dieser Prozess wieder-
holt sich bis zum letzten Ausdruck, dessen Endpotential auch das Endpotential
des Programmes ist. Im Folgenden ein konkretes Beispiel.

mult2(xs) = let ys = mult(2, xs) in
let zs = mult(3, xs) in
(ys, zs)

Die folgenden Typurteile werden abgeleitet:



s+ L(int); Qy P mult(2, ws) : (L(int), Qz)
xs: L(int),ys : L(int) ; Q2 lﬂ mult(3, zs) : (L(int), Q3)
xs: L(int),ys : L(int), zs : L(int) ; Q3 lM—* (ys, zs) : {L(int), Q4)

Entsprechende lineare Formeln werden ebenso gebaut:

(I)Ql (LES) > wy + (I)Qz (ys)
D, (ys) = wa + Po,(25)
0q, (28) = w3 + Po, (H' (1))
w1 = Wa
w3 = 0
Hier ist wy = wa, weil die zwei Aufrufe mult(2, xs) und mult(3, xs) die gleiche
Arbeit w haben. Auflerdem ist w3 = 0, weil keine Multiplkation im Paarliteral
vorkommt. Nach Vereinfachung bleibt eine einzige Formel iibrig.

CI)Ql (Z‘S) 2 w+w+ q>Q4 (H/(f))

Eine Belegung dieser Formel ist Folgende:

Py, (xs) =2 |as| und @, (H'(())=0

4.3 Parallele Auswertung

Bei der parallelen Auswertung werden Arbeit und Tiefe unterschiedlich berech-
net. Die Arbeit wird genau wie bei der sequentiellen Auswertung analysiert,
wahrend die Tiefe eine neue Strategie benétigt.

Die Grundidee zur Analyse der Tiefe einer parallelen Auswertung ist, je-
dem Ast zu erlauben, das ganze Potential zu benutzen. Beispielsweise wird das
folgende Programm betrachtet:

mult2par(xs) = par ys = mult(2, xs)
and zs = mult(3, xs) in
(ys, zs)

Die folgenden Typurteile werden abgeleitet:

xs: L(int) ; Q1 M mult(2, zs) : (L(int), Q2)
xs: L(int) ; Q1 |£ mult(3, zs) : (L(int), Q3)
xs: L(int),ys : L(int), zs : L(int) ; Q7 lM—* (ys, zs) : (L(int), Q4)

Entsprechende lineare Formeln werden ebenso gebaut:
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Die Frage ist, welches Potential Q> entspricht. Es kann nicht Q)7 sein, denn
sonst wiire die Analyse der zwei parallelen Aste umsonst durchgefiihrt worden.
Zudem konnen es weder Q2 noch @3 sein, sonst wére eine der zwei Analysen
umsonst durchgefiihrt worden.

Eine verlockende Antwort wire, Q> als die Summe von ()1 und Qs zu defi-
nieren. Es lohnt sich, ein paar Belegungen auszuprobieren:

Bq, (xs) = |zs|]  Pg,(ys) =0 D, (zs) =0 Do, (H'(€)) =0
D, (xs) =2-[xs| Dq,(ys) =|vs|  Pgs(ws) =|ws| P, (H'(€)) =2 |zs]
g, (z8) =3 [xs| Pg,(ys) =2-|xs| P,(xs) =2-|zs| @g,(H'(£)) =4-|xs|

Es ist nun moglich eine negative Tiefe zu haben: ®¢, (zs) — g, (H'(¢)) =
3 |zs| —4 - |xs| = —|zs|. Diese Funktion wird also in einer negativen Zeit
ausgewertet: wir haben eine Zeitmaschine erfunden!

Ein Potential ist allerdings eine positive rationale Zahl und deshalb kann
diese Strategie keine Losung sein.

Es gibt nur drei mogliche Verhaltensweisen bzgl. der Kosten, wie zwei paral-
lele Ausdriicke ausgewertet werden konnen: entweder sind die Kosten des Ersten
hoher, die Kosten des Zweiten oder sie sind gleich. Da nur eine Obergrenze der
Kosten gesucht wird, kann o. B. d. A angenommen werden, sodass die nied-
rigsten Kosten Null sind. Wenn die Kosten der zwei Aste gleich sind, kann
willkiirlich einer ausgewahlt werden, dessen Kosten Null werden sollen.

Die Analyse wird also zweimal durchgefiihrt: jede Runde wird die Kosten-
freimetrik benutzt, sodass nur einer der parallelen Ausdriicke Kosten hat. Sei
ein Ausdruck ,par z1 = e; and 9 = e in e“ In der ersten Runde werden e,
eo und e sequentiell analysiert, wobei die Kostenfreimetrik M fiir die Analy-
se von ey verwendet wird. In der zweiten Runde werden e;, es und e nochmal
sequentiell analysiert und dieses Mal wird es bzgl. der Kostenfreimetrik M °f
analysiert.

Die folgenden Typurteile werden bei der ersten Runde abgeleitet:

0; Q1|M_Cf€1 : <A7Q1>
0; QP ey (B, Qo)

21 Aws B Qo Pe: (C,Qu)

Die folgenden Typurteile werden bei der zweiten Runde abgeleitet:
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0; QP e, - (A, Qs)
0; Qs P eyt (B, Q)

r1: A, 19 : B; Q3|M—e:<C,Q4)

)

Die linearen Regeln sind Folgende:

Dg, > dy + O,
bp, > ds + Pg,
O, > di + g,
b, > ds + Og,

Nach Vereinfachung;:

(I)Ql > rnax(dl,dg) + ds + (PQ4

Es ist nun moglich, eine Belegung fiir das Potential von mult2par zu geben:

Dq, (ws) = [zs|  D,(ys) =0 Dq,(vs) =0 Oq.(H'(0) =0
Oq, (ws) =2 |s| Dq,(ys) =lzs|  Pou(ws) =lvs|  D,(H'(0) = |os|
Cq, (ws) =3 |vs| Dq,(ys) =2-|vs| Pou(ws) =2-|zs| Dq,(H'(£) =2~ |os|

5 Ressourcenpolynome

5.1 Binomialkoeffizienten

Der Bynomialkoeffizient (Z) wird ,,n iiber k“ gelesen und hat die folgende De-

finition:
n!

Kl (n— k)] (1)

Er wird als Grundbaustein der Polynome benutzt. Intuitiv kann angenom-

men werden, dass (2) € O(nF). Um sich davon zu iiberzeugen, kann die Defi-
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nition 1 fiir einige k instanziiert werden.

(?)zn €O(n)
ny 1, 1 2
<2>—2n 5N € O0(n®)
ny 1.3 1, 1 3
(3>6n 5N +3n € O0(n?)
n\y 1 , 13 11 5 1 4
(4)‘24" 17 g mneony)

5.2 Grundpolynome
Fiir jeden Datentyp gibt es eine Menge P von Grundpolynomen p : [A] — N.
P(int) ={a—1}
P(A; x Az) = { (a1, a2) = pi1(a1) - p2(az) | p1 € P(A1), p2 € P(A2) }
P(L(A)) ={Xl[py,...,pu] |k €N, p; € P(A) }

Der letzte Teilsatzt enthalt dariiber hinaus
EH[plw~~7pk]([a17"'7an]): Z H pi(aji)
1<ji<-<jr<n 1<i<k

Hierbei ist es wichtig zu merken, dass ¢ — (‘f;l) fir k € N in allen P(L(A))
ist.

5.3 Ressourcenpolynome

Ein Ressourcenpolynom p : [A] — er ist eine Summe von mit beliebigen Ko-
effizienten ¢; € Qg multiplizierten Grundpolynomen p; € P(A) des Datentyps:

pla) = q; - pia)

ieN
5.4 Kommentierte Typen

5.4.1 Indexe

Um jedem Grundpolynom einen Namen zu geben, wird zuerst die Index-Menge
Z(A) definiert, welche die Struktur eines Typs beschreibt. Die Grundidee ist,
jeden atomischen Typ (in dieser vereinfachten Sprache gibt es nur Zahlen) durch
den Einheit-Index o zu ersetzen.
Z(int) = {o}
I(Al * Ag) = {<Z'1,Z.2> |Zl S I(A1)7 19 € I(Ag)} (2)
I(L(A)) = {[i1,...,ix] [k €N, i; e T(A)}
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Als Instanziierungsbeispiel der Definition 2 kann Folgendes gelten:

{o}

Z(int

T(L(int)

Z(int * int

Z(int * L(int)
Z(L(int) * L(int)
T(L(L(int))

» (0, [050]) (o, [0; 0,0]), -}

) =

) =l
) = {(e
) =1 ,
)=A{ 7<[O],[]>,<[0],[ODK[],[0,0]>,<[°],[0,0]>,-~-}
) =A{ i

Fiir jeden Typ A wird dann jedem Index i € Z(A) ein Grundpolynom p; €
P(A) zugeordnet.
Wenn A = int, dann

po(v) =1
Wenn A = A x Ay, dann
Plirin) ((V1,02)) = pi, (V1) - piy (v2)
Wenn A = L(A), dann

Dlir,.osiva] (V) = E[piy s . 0, [ (V)

Mit Hilfe der Indexe ist es jetzt moglich, jedes Grundpolynom prézise zu
nennen. Formell ausgedriickt:

VA.Vpe P(A).J3i € I(A).p;, =p

Da die Analyse nur mit beliebig groflen aber endlichen Polynomen arbeiten
kann, wird ein Weg benétigt, die Grundpolynome zu beschrénken. Dafiir wird
der Grad deg(i) eines Indexes i € Z(A) wie folgt definiert:

deg(o) =0
deg((i1 *i2)) = deg(i1) + deg(iz) (3)
deg([é1, ... ,1n]) = k + deg(iy) + - - - + deg(ix)

Es ist nun moglich, mit einer endlichen Menge von Grundpolynomen p; €
P(A) zu arbeiten, wenn die Indexe i aus der Menge T, (A4) = {i € Z(A) | deg(i) <
k} stammen.

5.4.2 Potential eines Typs

Eine Typannotation @ 4 eines Datentyps A ist ein Tupel von Koeffizienten ¢; €
Qg , bei denen i € Ty, (A):

QA:<Qi17qiz7"'aqik> (4)

Seien k = 3 und A = L(int), dann ist Q(int) = (4[] 9[0] 9[0,0]> T[o,0,0])-
Ein annotierter Datentyp ist ein Paar (A, Q4).
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Wenn H ein Haldenspeicher ist, dann wird das Potential ®; des Wertes
H(?) eines Datentyps A wird folgendenmafien definiert:

Op(f:(A,Qa)) = > qi-pi(H() (5)
1€TK(A)

Sei zum Beispiel £k = 3, A = L(int) und Q4 = (2,%,0,8>, dann ist das

Potential (¢ : (A,Qa)) =2+ 2n+8(}), bei dem n = |al.
5.4.3 Potential eines Kontexts

Im Typsystem werden nicht nur Datentypen, sondern auch Kontexte typisiert.
Dafiir miissen die Definitionen 2 der Indexmenge, 3 des Grades, 4 der Typan-
notation und 5 des Potentials erweitert werden.

Sei der Kontext I' = {z1 : A1,...,2, : Ay}, so wird die Indexmenge Z(T")
wie wie folgt definiert:

Z(T) ={{i1,. . in) i1 € Z(A1),..., 12 € Z(A4,)}
Der Grad deg(i) eines Indexes i € Z(T") wird wie folgt definiert:
deg({i1,...,in)) = deg(i1) + - - - + deg(in)
Die Definition Z(T") = {¢ € Z(I") | deg(i) < k} ist gleichartig wie die von
Zi(A).
Eine Kontextannotation ) eines Kontexts I' ist ein Tupel von Koeffizienten

¢ € Qf, bei denen i € Z(T):

Q = <Qi17Qi27-~~>Qin>

Ein annotierter Kontext wird I'; QQ geschrieben.
Seien V' ein Stapelspeicher und H ein Haldenspeicher, dann wird das Poten-
tial ®y g eines Kontexts I wie folgt definiert:

Qv u(l,Q) = > [ [ i, (z))

(i1,e-0in) €L(T) =1

6 Annotiertes Typsystem

6.1 Typurteile
Ein Typurteil hat die Form

Z;F;{Ql,...7Qn}|£e:<A,Q'>,

bei der 3 eine Menge von annotierten Funktionstypen ist, n € {1,2}, M eine

Kostenmetrik ist, I'; Q; ein annotierter Kontext fiir alle ¢ = {1,...,n} ist, e ein
Ausdruck ist und (A, Q') ein annotierter Datentyp ist.
Die Bedeutung ist die Folgende: wenn fir alle ¢ € {1,...,n} mehr als

®(T; Q;) Ressourcen zur Verfiigung stehen, dann reichen sie, um die Kosten
der Auswertung von e in Bezug auf die Kostenmetrik M zu decken. Aulerdem
bleiben ®(v : (A, Q’)) Ressourcen iibrig.
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6.2 Notation

Seien @ eine Kontextannotation fiir I'y, I's und j € Z(T'y). Die Projektion 7151 (@)
von @ auf I'y ist die Kontextannotation @', bei der ¢; = q(; ;.

Ein wichtiges Konzept im Typsystem ist die addierende Verschiebung, die
benutzt wird, um die Verteilung des Potentials eines Kontexts bei einer Fall-
unterscheidung oder bei der Nutzung eines Konstruktors zu édndern. Sei I',y :
L(A) ein Kontext und (g, ,...,¢,) eine Kontextannotation fiir i; € Zy(T',y :
L(A)). Die addierende Verschiebung fir Listen <1(Q) ist eine Kontextanno-
tation (q; ,...,q;,) fir i; € Zp(',x : A,zs : L(A)) und fiir einen Kontext
D,x: A jxs: L(A)), welche so definiert ist:

i = Qi) T 960y J=0
(ha.b) q(i,j::0) ] 7é 0
6.3 Typisierungsregeln

Die Typisierungsregeln T:CoNsT, T:PAIR, T:NIL und T:CONS sagen, dass die
Auswertung einer Zahl, eines Paares bzw. einer Liste konstante Kosten hat.

nGZ Q:Q/+Mconst

T:CONST
¥ ,{Q}lﬁn : (int, Q)
— 0 Mpair
Q=@+ T:PAIR

S @y Ay g Ay {QY P (1, m0) (A, Q")

Q _ Q/ +Mnil
2 {Q} lﬁ nil : (L(A), Q")

T:NIL

Q — <]L(Q/) +Mcons
Y2 Axs: L(A);{Q} lﬁ cons(z, xs) : (L(A),Q")

Die Typisierungsregel T:VAR sagt, dass eine Variable in dem Kontext vor-
kommen muss und dass ihre Auswertung die konstanten Kosten MY hat.

T:CoNs

Q — Q/ + MVaI‘
Y x: A;{Q}lﬁm :(A4,Q")
Die Typisierungsregel T:APP beschreibt die Kosten eines Funktionsaufrufs,

namlich die Summe der Auswertungskosten und der konstanten Kosten M?PP
ist.

T:VAR

Q=P+ M™ (A P)—~ (A Q)eX(f)
25 {QYFn: (int, Q)
Die Typisierungsregel T:MATP besagt die Auswertung der Fallunterschei-

dung eines Paares, bei der die Kosten die Summe der Kosten der Auswertung
des Unterausdrucks und der konstanten Kosten M™*F sind.

T:App
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Q = P+ Mmat? Z;F,xl:Al,xngg;{P}lﬁe%B,Q/)
Sip: Ay *Ag;{Q}lﬁmatchx with (z1,22) = e: (B, Q)

T:MaTP

Die Typisierungsregel T:MATL beschreibt die Auswertung der Fallunter-
scheidung einer Liste, wobei das Potential @) die Kosten des Falls sowohl der
leeren Liste als auch der nicht-leeren Liste decken kann. In beiden Féllen be-
stehen die Kosten aus der Summe der Auswertungskosten des Unterausdrucks
und der konstanten Kosten. Die konstanten Kosten sind M™*N fiir die leere
Liste und M™% fiir die nicht-leere Liste.

Q) = R + MmatN ST {RY P er: (B, Q)
AL(Q) = P + Mmatk SoT,wyt Ayzg L(A);{P}lﬁeg (B,Q")
Y, x:L(A);{Q} lﬁ match x with nil = e; | cons(z1,22) = e : (B, Q')

T:MATL

Die Typisierungsregel T:LET stellt die sequentielle Auswertung zweier Ausdrii-
cke dar, bei denen die Kosten die Summe der Auswertung der Ausdriicke und
der konstanten Kosten M'®t sind.

Q=P+ M E;Fl,F2;{P}|%eleg,x:A;P’ E;FQ,Z‘:A;{P’}lﬁ€22<B,Q/>

T:LET
3 Fl,Fg;{Q}lﬁlet x=-ejines: (B,Q")
Die Typisierungsregel T:PAR besagt die parallele Auswertung zweier Aus-
driicke, wobei die zwei Ergebnisse in der Auswertung eines dritten Ausdrucks
zur Verfligung stehen.
Q=Q + M P =P + MPT
X A7F17F2;{Q/}|£61 ~ ATy, 210 Ay Q ¥ ATy, Ty {P'} |C—f€1 ~ A To @y 0 Ay P”

¥ Ao, 2y :Alg{Q”}lc—feg ~ A,z A, 19 Ass R ¥ ATy, 2y :Al;{P”}lﬁeg ~ A,y A, w00 A R
S A,z Ay, mg: Ay {RY PR e (B R')
¥ A,Fl,FQ,A;{Q,P}Iﬁpar r1=e; and 3 = ey ine: (B, R’)

T:PAR

Eine Variable in einem Kontext kann nur einmal benutzt werden. Wenn ein
Programm die selbe Variable mehrere Mal zugreifen will, muss diese kopiert
werden. Die Typisierungsregel T:SHARE beschreibt die Teilung des Potentials
einer Variable in Zwei. Sei I', z1 : A, x5 : A; @Q ein annotierter Kontext, bei dem
1 und z9 zwei Auftritte von der selben Variable sind, dann ist Y @ eine neue
Kontextannotation, sodass ®(T',x1 : A, 25 : A4;Q) = O(T, 2 : 4;Y Q).

3 F,Il:A,IQZA;{Pl,...,Pm}|M62<B,Q/> Vidj.Q; =Y P
S0z A{Qu,. .., Quy PLelz/ay, a/zs) - (B, Q)

Die Typisierungsregeln T:-WEAK-A, T:WEAK-C und B:BIND werden hier
nicht erklart. Mehr Informationen dariiber konnen im Quellenartikel gefunden
werden.

T:SHARE

17



2 Di{PYF e (B,Q) Q>P+c Q<P +e
2T {Q} e (B,Q)

;05 {PY e (B, P)  VieZ(D). pi = qu0
S 0a: A {Q e (B.Q)
i=0 = %;T;{nl (Q}Fe: (A4,x7Q")

VieI(A)  i#0 = ;T {nl (@) e (AP Q)
DDA QY e Ar i A Q'

T:WEAK-A

) T:WEAK-C

B:BIND

6.4 Theoreme

Das wichtigste Theorem iiber das Typsystem ist das der Korrektheit. Dieser
besagt, dass ein annotiertes Typurteil eines Ausdrucks e eine Schranke der Tiefe
d aller sowohl terminierenden als auch nich-terminierenden Auswertungen von
e in einer wohlgeformten Umgebung definiert.

Zudem ist die Eigenschaft einer terminierenden Auswertung noch stérker:
die Differenz zwischen dem Anfangs- und Endpotential ist eine Obergrenze der
Tiefe d der Auswertung.

Theorem 4 (Korrektheit). Wenn HEV : T und 2;T;Q F e : (B,Q’), dann
gibt es einen QQ € Q, sodass Folgendes stimmit:

1L V,HP ey (G H) | (w,d) = d <Oy p(T;Q) — Pai(L: (B,Q'))
2. V,HF el p| (w,d) = d < ®yp(T;Q)

Wenn die Kostenmetrik einfach ist, d. h. alle Konstante Eins sind, dann folgt
aus dem Korrektheit-Theorem, dass eine Obergrenze der Tiefe die Terminierung
des Auswertung beweist.

Korollarium 2. Sei M eine einfache Kostenmetrik. Wenn H E'V : T und
Qe (AQ), dann gibt es w € N und d < Oy g(T;Q), sodass V, H lM
el (¢,H") | (w,d) fiir manche ¢ und H'.

7 Schluss

Die hier dargestellte Analyse benutzt ein annotiertes Typsystem, um Ober-
schranken an den Ressourcenverbrauch von parallelen, funktionalen Program-
men zu bestimmen. Die Schranken sind multivariate Polynome, welche die Klas-
se der sogenanten effizienten Algorithmen enthélt.

18



Literatur

[HAH12] Jan Hoffmann, Klaus Aehlig, and Martin Hofmann. Resource Aware

[Har16)

[HS15]

[SF92]

ML. In 24rd International Conference on Computer Aided Verification
(CAV’12), volume 7358 of Lecture Notes in Computer Science, pages
781-786. Springer, 2012.

Robert Harper. Practical Foundations for Programming Languages.
Cambridge University Press, 2016.

Jan Hoffmann and Zhong Shao. Automatic static cost analysis for
parallel programs. In Proceedings of the 24th FEuropean Symposium
on Programming on Programming Languages and Systems - Volume
9032, pages 132-157, New York, NY, USA, 2015. Springer-Verlag New
York, Inc.

Amr Sabry and Matthias Felleisen. Reasoning about programs in
continuation-passing style. In Proceedings of the 1992 ACM Confe-
rence on LISP and Functional Programming, LFP ’92, pages 288-298,
New York, NY, USA, 1992. ACM.



